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CONCOURS D'ENTREE 1980 

N designe l'ensemble des entiers naturels et  IR+ celui des rBels positifs ou nul. 
O n  adoptera la convention suivante : 

O + X = 1 quel queso i t  xdans  IR . 
O1 

NOTA : Les 3 parties peuvent dtre traitCes independamment 
(on signale dans les parties 2 e t  3 les resultats de  la partie 1 8 utiliser). 

l a re  partie : -- 
Pour x E IR+, on considdre les 3 suites definies par : 

X" & Xk et w, (x)  =vn (x) +- X" pour tout n dans IN. 
nl un ( X I  = - # v, ( X I  = 

nl k=O kl 

1 - Montrer que la suite (v, (x))est convergente et, en uti l isant la formule de MAC-LAURIN, 
que sa l imi te est ex. Montrer que la suite (w, (x,> a la mQme limite. . 
D h o n t r e r  que la suite (v,, (x)) est croissante et que la suite (w, (xl)est dkcroissante a 
part ir  d'un certain rang. 

2 - 

3 - E n  uti l isant ce qui pr6c&de, Btablir les inbgalites : 

28m pnrtie : -- 
Pour toute partie A de IN, @A designera la fonct ion definie sur IN par : 

@A (k) = 1 si k E A  

@ A  (k) t O si k $A. 

A tou te  partie A de N et tout rkel a dans IR', on associe la suite (st (a))definie par : 
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1 - 
2 - 

Démontrer que la suite (SA, (a))e;t convergente. 

Le reel a E IR 

m (A)  = lim 

+ Btant fixe, on pose, pour toute partie A de IN : 

A s, (a). 
n + + m  
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DANS LES QUESTIONS 3,4, 5, on suppose : a E ] O, Log 2 [. 

3 - Démontrer les resultats suivants : 
a - Si A et  B sont deux parties de IN vérifiant A c  B , alors m(A) 4 m(B). 
b - Pour toute partie A de IN : m (A) E [O, 2[. 
c - Si A et B sont deux parties disjointes de IN, alors m(A U B I  = m(A) + m(B). 

4 - a - Soient A, B deux parties disjointes non vides de C U ,  et p le plus petit dlément de AU B 
(on supposera p E A, et donc p $ï! B) .  Demontrer, en utilisant I'inégalitl! ( 1 )  de la 
lère partie : 

b En déduire que s i  deux parties disjointes A, B vérifient m(A) = m(B), elles sont vides. 

5 - a - DBmontrer que pour tout couple (A, B) de parties de IN : 

m(A) - m(B) = m ( A n  - m (B rl 1 A). 
IN 

b - En déduire que l'application : 
m : A-m(A) est une injection de p( IN), ensemble des parties de IN, 
vers l'intervalle [O, 2 [ de IR. 

4 

-- 3ème partie : 

Soit % l'espace vectoriel des fonctions rbelles d'une variable rbelle, continues sur [O, 1 1. 

On considère l'application U qui, B tout dlément f de gassocie l'élément U(f) défini par : 

(U(f))(x) = k x f ( t ) d t ,  V x  E [O, 11. 

On définit, pour tout entier n, l'application Un par: 

Un = Un-' O U, pour n 9 1, e t  U = 1, application identique de O 

1 - a - Montrer que U est un endomorphisme de % 7 .  
b - Démontrer que, pour tout entier n 3 1  : 

en raisonnant par rbcurrence e t  en utilisant une intégration par parties. , ,,/ , , 
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2 -  

3- 

4 -  

.- 3 - 
c - On note V, l'endomorphisme dbfini, pour n .a 1 par : 

n 

- E Uk. 
k=l Vn - 

Demontrer les relations : Vno U = U oV, = Vn+l - u. 

% + a - V6rifier que l'application de dans IR definie par : 

f l - d l f l l  = sup I f(t)  I 
t E [0,11 

est une norme sur ; c'est-&dire vérifie : 

b - Démontrer que NU (f) II < 1 f II, pour tout f de 

Soit V l'application qui, B tout él6ment f de associe I'bl6ment V(f)  defini par : 

( V ( f ) J l x l = ~ x e x - t  f(t)dt, Vx €-[O, 11. 

Démontrer que IlV(f) - Vn(f) II,( - Hf H, pour tout entier n 3 1, en utilisant I'in6galite 

(2) de la lère partie. 

On admettra qu'on peut en deduire les dgalites ; V O U = U O V = V - U. 

e 
n! 

a - Ddduire de 3 - que 1 - U et 1 + V sont deux isomorphismes de %? reciproques 

b - Application : trouver la solution f, élement de 5ZY de 1'6quation intégrale: 

l'un de l'autre. 

f ( X I  - lX f (tldt = e-X, V x E [O, 11. 


